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UN UNIVERS HOMOGRENE DE MASSE CONSTANTE ET DE RAYON CROISSANT,
RENDANT COMPTE
DE LA VITESSE RADIALE DES NEBULEUSES EXTRA-GALACTIQUES

Note de M. ’Abbé G. LeMAiTRE

1. GENERALITES.

[.a théorie de la relalivité fait prévoir Pexistence d’un univers homogéne
ol non seulement la répartition de la matiére est uniforme, mais ou
toutes les positions de Pespace sont équivalentes, il n’y a pas de centre de
gravité. Le rayon R de Pespace est constant, Pespace est elliptique de
courbure positive uniforme 1/R*, les droites issues d’un méme point
repassent a leur point de départ aprés un parcours égal 4 «R, le volume
total de espace est fini et égal & m®R?®, les droites sont des lignes fermées
parcourant tout ’espace sans rencontrer de frontiére (*).

Deux solntions ont été proposées. Celle de pE SiTTER ignore la présence
de la matiére et suppose sa densilé nulle. Elle conduit A certaines
difficultés d’interprétation sur lesquelles nous aurons ’occasion de revenir,
mais son grand intérét est d’expliquer le fait que les nébuleuses extra-
galactiques semblent nous fuir avec une énorme vitesse, comme une
simple conséquence des propriétés du champ de gravitation, sans supposer
que nous nous trouvons en un point de I'univers doué de propriétés
spéciales.

L’autre solution est celle d’EinsTEIN. Elle tient compte du fait évident
que la densité de la matiére n’est pas nulle et elle conduit 4 une relation
entre cette densité et le rayon de 'univers. Gette relation a fait prévoir
Pexistence de masses énormément supérieures & tout ce qui était connu
lorsque la théorie a été pour la premiére fois comparée avec les faits. Ces
masses ont été depuis découveries lorsque les distances et les dimensions
des nébuleuses extra-galactiques ont pu étre établies. Le rayon de 'univers
calculé par la formule d’Einstein est d’aprés les données récentes quelques

(') Nous considérons I'espace simplement elliptique, c’est-a-dire sans antipodes.
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centaines de fois plus grand que la distance des objets les plus éloignés
photographiés dans nos télescopes (*).

Les ‘denx solutions ont donc lenrs avantages. l’une s’accorde avec
’observation des vitesses radiales des niéhulenses, auire tient comple de
la présence de la matiére et donne une relation satisfaisante entre le rayon
de 'univers et la masse qu’il contient. 1l semble désirable d’obtenir une
solution intermédiaire qui pourrait combiner les avantages de chacune
d’elles.

A premiére vue, un tel intermédiaire n’existe pas. Un champ de
gravitation slatique et de symétrie sphérique n’admet que deux solutions,
celle d’Einstein et celle de de Sitter, si la matiére esl uniformément
répartie et n’est soumise A4 aucune pression ou tension intérieure
[’Univers de de Sitter est vide, celui d’Kinstein a pu étre décrit comme
contenant autant de matiére qu’il en peut contenir; il est tonnant que la
théorie ne puisse fournir un juste milien entre ces deux extrémes.

Le paradoxe s’éclaircit lorsqu’on se rend compte que la solution de de
Sitter ne répond pas 4 toules les nécessités du probléme (2). 1 espace y est
bien homogéne, de courbure positive constante ; Pespace-temps aussi est
homogéne, tous les points de I'univers sont pdrlaltement équivalents ;
mais la division de I’espace-temps en espace et en temps ne respecte plus
Phomogénéité. Les coordonnées choisies introduisent un centre auquel
rien ne correspoud dans la réalité; un point immobile au centre de
espace décrit une géodésique de l’univers, un poinl immobile autre part

(') Cf. Hubble E. Extra-galactic nebulae, Ap. J., vol. 64, p- 321, 1926. Mt Wilson Contr.
Ne 324.

(*) Cf K. l.Anczos. — Bemerkuug zur de Sitterschen Welt. Phys. Zeitschr., vol. 23,
p. 539, 1922, et H. Wevi. Zur allgemeinen Relativititstheorie. Id , vol. 24, p. 230, 1923.
Nous suivons ici le point de vue de Lanczos. Les lignes d'univers des nébuleuses forment
une gerbe de centre idéal et d’hyperplan axial réel; I'espace normal 4 ces lignes
d’univers est formé par les hypersphéres équidistantes an plan axial. Cet espace est
elliptique, son rayon variable étant minimum a I'instant correspondant au plan axial.
Dans 'hypothése de Weyl, les lignes d’univers sont paralléles dans le passé ; les hyper-
surfaces normales représentant I'espace sont des horosphéres, la géométrie de 'espace
est donc euclidienne. La distance spatiale entre les néhuleuses augmente au fur et 4
mesure que les géodésiques paralléles quelles décrivent s’écartent I'unejde lautre,
proportionnellement & ¢, oi1 ¢ est le temps propre et R le rayon de univers. Ieffet
Doppler est égal & »/R, ol r est la distance de la source a linstant de I'observation.
Gf. G. LemAiTRE. Note on de Sitter’s universe. Journal of mathematics and nhysics,
vol 4, n° 3, May 1925, ou Publications du Laboratoire d’Astronomic et de Géodésie de
U'Université de Louvain, vol. 2, p. 37, 1925. Pour la discussion de la partition de de
Sitter, voir P. Du VAL : Geometrical note on de Sitter's world. Phil. Mayg. (6), vol. 47,
p. 930, 1924. I espace est formé d’hyperplans normaux i uue droitel,temporelle’décrite
par le centre introduit, les trajectoires des nébuleuses sont les trajectoires orthogonales
dle ces plans, elles ne sont généralement plus des géodésiques el clles tendent & devenir
des lignes de longueur aulle lorsqu’on s'approche de I'horizon du centre, c’est-a-dire de
| hyperplan polaire de I'axe central’ par rapport a 'absolu.
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qu’au centre ne décrit pas une géodésique de l’univers. Le choix des
coordonnées rompt donc ’homogénéité qui existait dans les données du
probléme, de Ia proviennent les résultats paradoxaux qui apparaissent
4 I’ «horizon » du centre. Lorsqu’on introduit des coordonnées et une
division correspondante de P'espace et du temps respectant ’homogénéité
de Punivers, on trouve que le champ n’est plus statique, on obtient un
univers de méme forme que celui d’Einstein, mais ot le rayon de Pespace
au lieu de demeurer invariable varie avec le temps suivant une loi
particuliére ().

Pour trouver une solution présentant simultanément les avantages de
celle d’Einstein et de celle de de Sitter, nous sommes ainsi conduits
4 étudier un univers d’Einstein ot le rayon de P’espace (ou de Punivers)
varie d’une fagon quelconque.

2. UnivERs D’EINSTEIN A RAYON VARIABLE. EQUATIONS DU CHAMP DE
GRAVITATION. CONSERVATION DE L’ENERGIE.

Tout comme pour la solution d’Einstein, nous assimilons I’univers a un
gaz trés raréfié dont les nébuleuses extra-galactiques forment les molé-
cules ; nous les supposons assez nombreuses pour qu’un volume petit par
rapport & I'ensemble de Punivers contienne assez de nébuleuses pour que
nous puissions parler de la densité de la matiére. Nous ignorons Pin-
fluence possible de condensations locales. De plus, nous supposons que la
répartition des nébuleuses est uniforme et donc que la densité est indé-
pendante de la position.

Pour une variation arbitraire du rayon de 'univers la densité, uniforme
dans Pespace, varie avec le temps. De plus, la maliére est, en général,
soumise & des tensions qui, & cause de ’homogénéité, se réduisent 4 une
simple pression uniforme dans P'espace et variable avec le temps. La
pression est égale aux deux tiers de I'énergie cinétique des molécules, elle
est négligeable vis-i-vis de I'énergie condensée dans la matiére, il en est
de méme des pressions intérieures des nébuleuses ou des étoiles qu’elles
contiennent ; nous sommes donc conduits 4 poser p = (. Peut-étre

(*) Si on se horne 4 deux dimensions, une d’espace et une de temps, la division
d’espace et de temps utilisée par de Sitter peut étre représentée sur une sphére : les .
lignes d’espace sont fournies par un systéme de grands cercles se coupant sur un méme
diamétre et les lignes temporelles sont les paralléles coupant normalement les lignes
spatiales. Un de ces paralléles est un grand cercle et donc une géodésique, it correspond
au centre de I'espace, le péle de ce grand cercle est un point singulier correspondant &
I'horizon du centre. La représentation doit naturellement étre étendue 3 quatre dimen-
sions et la coordonnée temporelle doit étre supposée imaginaire, mais le défaut d’homo-
généité résultant du choix des coordonnées subsiste. Les coordonnées respectant
'homogénéité reviennent 4 prendre pour lignes temporelles un systéme de méridiens et .
pour lignes spatiales les paralléles correspondants, alors le rayon de Pespace varie avec
le temps.
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faudrait-il tenir compte de la pression de radiation de I’énergie rayonnante
Yy

circulant dans Pespace ; cette énergie est fort faible, mais elle est répartie
dans tout l’espace et fournit peut-étre une contribution importante
a D’énergie moyenne. Nous garderons le terme p dans les équations
générales en linterprétant comme la pression de radiation moyenne de la
lumiére, mais nous poserons p = 0, lorsque nous en viendrons & Pappli-
cation aux phénoménes astronomiques.

Nous désignons par p la densiié de Pénergie totale, la densité de
I’énergie rayonnante sera 3p et la densité de 1’énergie concentrée dans la
matiére est b =p — 3p.

(1 faut identifier p et —p avec les composantes Ti et T' =T: = T: du

tenseur d’énergie matérielle et d avec T. Calculons les composantes du ten-
seur de Riemann contracté pour un univers d’intervalle

ds® = — R* do® + di* ™)

do est ’lément de longueur d’un espace de rayon égal 4 un ; le rayon R
de I’espace est une fonction du temps. Les équations du champ de
gravitation s’écrivent

T3 3
B+ pr =M+ @)
et

RII R’Z 1 .
Q'ﬁ’+‘ﬁ'§'+”ﬁ‘2—=)‘_xp )

Les accents désignent des dérivées par rapport a ¢; \-est la constante
cosmologique dont la valeur est inconnue >t x la constante d’Kinstein
égale 2 1,87 x 10-*" en unités C. G. S. (8w en unités naturelles).

Les quatre identités exprimant la conservation de la quantité de mouve-
ment et de ’énergie se réduisent ici &

® 1+ o+p=0 0

qhi exprime la conservation de ’énergie. Cette équation peut donc rem-
placer: (3). Elle est susceptible d’une interprétation intéressante. Introdui-
sant le volume de Pespace V= n*® R3, elle peut s’écrire

d(Vp) + pdV=20 )

et elle exprime que la variation de U'énergie totale plus le travail effectué
par la pression de radialion est égale & zéro.
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3. Cas ot 1A MASSE TOTALE DE L’UNIVERS DEMEURE CONSTANTE.

Gherchons une solution pour laquelle la masse totale M = Vb demeure
constante. Nous pourrons alors poser

kd = Ri 6))
ou a est une constante. Tenant compte de la relation
p=205+43p
existant entre les diverses sortes d’énergie, le principe de conservation de
Vénergie devient
3d(pR*) 4+ 3pR*dR =0 _ V)
dont I'intégration est immédiate ; B désignant une constante d’intégration,
nous avons
Kp = 1% ©)
et donc ’
ko= g 4 30 )
Substituant dans (2), nous avons 4 intégrer
ou
R (1)

Pour « et B égaux a #€éro, nous trouvons la solution de de Sitter "

R — \/%_ cosh \/§ (t—1,) (12)

La solution d’Einstein s’obtient en posant B =0 et R constant. Posant
R'=R"=0 dans (2) et (3), il vient

F=) St -

donc
R- \/LT = (13)
et d’aprés (6)
o = kb R3=§/2-T—- (14)

(1) Cf. LaNczos, I. ¢.
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La solution d’Einstein ne résulte pas de la seule relation (14), il faut en
outre que la valeur initiale de R’ soit nulle. En effet, écrivant pour sim-
plifier les écritures

1
A= (15
R? (15)
et posant dans (11) B = 0 et a = 2R,, il vient
g AR \/ R
=R VE | TV rrans (16)

Pour cette solation les deux équations (18) ne seront naturellement
plus vérifiées. Si nous écrivons

KO ==

(17)

£

nous aurons d’aprés (14) et (15)
R*=R.R, (18)

La valeur de Ry, rayon de I'univers déduit de la densité moyenne par la
formule d’Einstein (17), a été estimée par Hubble a

Re=8,5 X 10% ¢cm. = 2,7 x 10" parsecs 19

Nous alons voir que la valeur de R, peut se déduire de la vitesse radiale
_des nébuleuses; R pourra alors étre calculé par la formule (18). Nous
montrerons ensuite qu’une solution introduisant une relalion sensible-
ment différente de (14) conduirait a4 des conséquences difficilement
admissibles.

4. E¥rer DOPPLER DUl A LA VARIATION DU RAYON DE L’UNIVERS.
D’aprés la forme (1) de I'intervalle d’univers, équation d’un rayon
lumineux est

(gt : :
0, — 0, ' T 20)
ol 0, et g, sont les valeurs d’'une coordonnée caraclérisant la position
dans Pespace. Nous pouvons parler du point o, ot nous supposerons
localisé I'observateur et du point o, ou se trouve la source de lumiére.

Un rayon émis un peu plus tard partira de o, au temps ¢, -4 L, et arri-
vera en 0, au temps {, + d/,. Nous aurons donc

Oy 0L _ g ¥, Ry
R, Rk, %o —1=pg

ou R, et R, désignent respectivement les valeurs de R aux temps ¢, et ,.
¢ est le temps propre ; si b, est la période de la lumiére émise, dt, est la

—1 (A)

>
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période de la lumiére recue et ¢, peut encore étre considéré comme Ja

* période d’une lumiére émise dans les mémes conditions dans le voisinage

de Pobservateur. En effet, la période de la lumiére émise dans des condi-
tions physiques semblables doit étre partout la méme lorsqu’elle est
exprimée en temps propre.

v _ % R 9
c*btl'—j—RI—'1 (Qu)

mesure donc Peffet Doppler apparent dit A la variation du rayon de I'uni-
vers. Il est égal & Uexces sur Punité du rapport des rayons de U'univers a
Pinstant ot ba lumiére est recue et ¢ Uinstant on elle est émise. v est la
vitesse de I'observateur qui produirait le méme effet. Lorsque la source est
suffisamment proche nous pouvons écrire approximativement

v_B—R,_dR_R R
¢ R, TRTR%=x
ot 7 est la distance de la source. Nous avons donc
R’ ”
R~ (23)

Les vitesses radiales de 43 néhulenses extra-galactiques sont données
par Stromberg (*).

La grandeur apparente m de ces néhulenses so trouve dans le travail de
Hubble. Il est possible d’en dédnire leur distance, car Hubble a montré
que les nébuleuses extra-galactiques sont de grandeurs absolues sensible-
ment égales (grandeur — 15,2 4 10 parsecs, les écarts individuels pouvant
atteindre deux grandeurs en plus ou en moins), la distance r exprimée
en parsecs est alors donnée par la formule log yr — 0,2m + 4,04.

On trouve une distance de Pordre de 10° parsecs, variant de quelques
dixiémes & 3,3 millions de parsecs. L’erreur probable résultant de la
dispersion en grandeur absolue est d’ailleurs considérable. Pour une
différence de grandeur absolue de deux grandeurs en plus ou en moins,
la distance passe de 0,4 4 2,5 fois la distance calculée. De plus, erreur a
craindre est proportionnelle 4 la distance. On peut admettre que pour une
distance d’un million de parsecs, 'erreur résultant de la dispersion en
grandeur est du méme ordre que celle résultant de la dispersion en
vitesse. kn effet, une différence d’éclat d’une grandeur correspond i nne’
vitesse propre de 300 Km. égale i la vitesse propre du soleil par rapport
aux nébuleuses. On peut espérer éviter une erreur systématique en

donnant aux observations un poids proportionnel & \V/T—{—*R’, ou r est la
; r
distance en millions de parsecs.

(') Analysis of radial velocities of globular‘clusters and non galactic nebulae. 4p. J.
Vol. 61, p. 353, 1925. Mt Wilson Conir. N 292. '
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Utilisant les 42 nébuleuses figurant dans les listes de Hubble et de

Stromberg (1), et tenant compte de la vitesse propre du soleil (300 Km.
dans la direction o = 315°, b = 62°), on trouve une distance moyenne de
0,95 millions de parsecs et une vitesse radiale de 600 Km./sec, soit
625 Km./sec & 10° parsecs (*). ’ ’
Nous adopterons donc
R » 625 x 10°

R =7 —10° X 3,08 x 10" X 3 x fo0 — 068X 10~ em "t (3H)

Cette relation nous permet de calculer R,. Nous avons en effet par (16)

AR B/ VY )

R RoV3 ‘ '
011 nous avons posé

y=" (26)
D’autre part, d’aprés (18) et (26),

' R:=Ry® @7)

et donc :
R™\*pe 1 — 3y + 2y

Introduisant les valeurs numériques de % (24) et de Re (19), il vient :

y == 0,0465.
On a alors :

R =ReVy=0,215 Rg=1,83 X 10** cm. = 6 X 10° parsecs
3
Ro=Ry=Re y2=238,5 X 10*® cm. = 2,7 X 10® parsecs

=9 x 10® années de lumiére.

(1) 11 n’est pas tenu compte de N. G. . 5194 qui est associé & N. G. C. 5195. I'introduc-

tion des nuées de Magellan serait sans influence sur le résultat.
(®) En ne donnant pas de poids aux observations, on trouverait 670 Km./sec &
1,16 x 106 parsecs, 575 Km./sec 4 106 parsecs. Certains auteurs ont cherché & mettre en

évidence la relation entre v et r et n’ont oblenu qu'une trés faible corrélation entre ces.

deux grandeurs. L’erreur dans la détermination des distances individuelles est du méme
ordre de grandeur que Vintervalle que couvrent les observations et la vitesse propre des
nébuleuses (en toute direction) est grande (300 Km./sec. d’aprés Stromberg), il semble
donc que ces résultats négatifs ne sont ni pour ni contre l'interprétation relativistique de
I’effet Doppler. Tout ce que P'imprécision des observations permet de faire est de supposer
v proportionnel 2 r et d’essayer d’éviter une erreur systématique dans la détermination
du rapport v/r. Cf. LunpMARK. The determination of the curvature of space time in de
Sitter’s world M. N., vol. 84, p. 747, 1924, et STRGMBERG, . c.
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I’intégrale (16) se calcule facilement. Posant

2 *ﬁR . 29
YT RE 2R, ()
elle s’éerit
{— 4z dx ﬂ_i*_ \/3 17_7
Rovsfa 0 Gar =y RV log 12 1, 10 Bse T @0

Si nous désignons Par o la fraction du rayon de Vunivers parcourue par
la lumiére au temps ¢, nous avons aussi par (20) :
—logV32=1 ¢ @)

Qd:c
- °=] v fs V3 o1

Nous donnons ci-dessous une table de o et ¢ en fonction de %
7]

B T T N
R, | R [ RADIANS DEGR]S f ¢
1| - 1 —x —x% |19
2| —431| —0889 — 510 Y
8| —3842 —05%] — 30 . 51
A 286 —0859] - | 4
5 —2,45} — 0,266 — 150 ; 3
10— — 0087 — 5 | 4
15 | — 0,50 | ~00@9' 1°7; :
M 9 | 0 | 0
N % | 039! 0017‘ 10 ‘
) o) ‘L o) ( 0087’ 5o J f

Les constantes d’intégration sont choisies de telle sorte qué oett

soient nuls pour »—EE{L—QO au lieu de 21,5. La derniére colonne donne
0

Peffet Dopp!ex calculé par la formule (22). D’aprés la lormule appro-

chée (%) -~ serait proportionnel 4 » et donc 4 o. L’ erreur commise en

) . e 1
adoptant cette équation n’est que de cing milliémes pour —c’— =1. EKlle

peut donc étre employée tant que le spectre reste visible.
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5. SIGNIFICATION DE LA RELATION (14).

Nous avons introduit la relation (14) entre les constantes o et A d’aprés
la solution d’Einstein. Cette relation est la condition pour que I'expression
sous le radical au dénominateur de Pintégrale (11) admette une racine
double R, donnant par intégration un terme logarithmique. Pour des
racines simples, on obliendrait par intégration une racine carrée et la
valeur de & correspondante serait un minimum comme dans la solution
(12) de de Sitter. Ce minimum se produirait généralement a une époque
de Pordre de Ro, soit 10’ années, c’est-d-dire 4 une époque récente a
Péchelle de Pévolution stellaire. 11 semble done que la relation existant
entre les constantes o et X doit étre voisine de (14) pour laquelle ce
minimum est rejeté a Pépoque moins Pinfini (7).

6. CONCLUSICN.

Nous avons obtenu une solution qui vérifie les conditions suivantes :

1. La masse de Punivers est constante et est liée & la constante cosmo-
logique par la relation d’EFinstein

— 2t 1
VA= = R
1]
9. Le rayon de Punivers croit sans cesse depuis une valeur asympto-

tique R, pour { = — cx.
3. L’éloignement des nébuleuses extra-galactiques est un effet cosmique
dti a Pexpansion de I'espace et permettant de calculer le rayon R, par les

formules (24) et (25) ou approximativement par R, = L\r/g
v

4. Le réyon de 'univers est du méme ordre de grandeur que le rayon
Re déduit de la densité par la formule d’Einstein. On a :

YR,
Re 5
Cette solution concilie les avantages de celles de de Sitter et d’Finstein.

Remarquons que la plus grande partie de 'univers est A jamais hors de
notre atteinte. La portée du grand télescope du Mont Wilson est estimée

R=RE RE

par Hubble 4 5 X 107 parsecs soit ng_UR’ I’effet Doppler correspondant est

déja de 8000 Km/sec. Pour une distance de 0,087R, il est égal a un, toute
la lumiére visible est rejetée dans linfra-rouge. 1l est impossible que se

(1) Si les racines positives devenaient imaginaires, le rayon varierait & partir de zéro,
la variation étant ralentie au voisinage du module des racines imaginaires. Pour une
relation sensiblement diffsrente de (14), ce ralentissement serait faible et la durée de
Pévolution & partir de R = 0 serait encore de 'ordre de Ro.
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forment des images fantomes des nébuleuses ou des soleils parce que,
i méme ancune ahsorption ne se produisait, ces images seraient rejetées
de plusieurs octaves dans Pinfra-rouge et ne pourraient étre ohservées.

Il resterait & se rendre compte de la cause de Vexpansion de I'univers.
Nous avons vu que la pression de radiation Lravaille lors de I'expansion.
(leci semble suggérer que cette expansion a été produite par la radiation -
elle-méme. Dans un univers statique ]a lumiére émise par la matiére par-
court espace fermé, revient a son point de départ et s’accumule sans
cesse. 1l semble que la doit étre cherchée origine de la vitesse d’expan-
sion R’/R qu’Rinstein supposait nulle et qui dans notre interprétation est
observée comme vitesse radiale des nébuleuses extragalactiques.

|;6li;7aill.— imprimerie « Etablissements F. Ceutérick ;, rue Vit;\l»iieitrzr(r)sf;,f, 60
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